


































(2) E(W(t))=0 all t ∈ [0, ∞)
(3) E(W(t)W(s)) = min(t,s)
(4) s < tとすると W(t) - W(s) ～ N(0,t-s)
(5) 0 ≤ t1 < t2 < t3に対して W(t2)-W(t1)と W(t3)-W(t2)は独立である。
(6) W(t)のサンプルパスは連続である。

























































































































































































tk = kΔt (k = 0,1..,n)
にとる。Δt = T / nはステップ幅である。ブラウン運動は











jk tWtW  ),..,2,1( nk   (5)
と増分の和で表すこともできる。MATLABの正規乱数を生成する関数を使って計算できる。図1
はブラウン運動のサンプルパスである。T = 1、n = 500でステップ幅は Δt = 0.002としている。
つぎの条件の下で (1)には唯一の解が存在する 2)。
(1)  X(0)の 2次モーメントは有限で、X(0)は W(t), t ≥ 0と独立である。
(2)  t ∈ [0,T]および実数 x, yに対して
|a(t,x) - a(t,y)| + |b(t, x) - b(t,y)| ≤ K|k - y|
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を満たす正の定数 Kが存在する。
(3)  t ∈ [0,T] および実数 xに対して
| a(t,x)|2 + |b(t,x)|2 ≤ K2(1+|x|2)
を満たす正の定数 Kが存在する。
ここで確率解析の基礎である伊藤の公式について説明しよう。X(t)は (1)で定義された確率過














































































dX(t) = adt + bdW(t)
解析解は
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(dt)2 = 0, (dt)(dW(t)) = 0, (dW(t))2 = dtだから
(dY )2	=	σ2dt
となる。したがって
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つかの解法がある。最も基本的な方法はオイラー・丸山スキーム (Euler-Maruyama scheme,EM
スキーム )である。(1)の数値解を得るために、区間 [0,T ]を離散化して分点を tj =jΔt
 
( j=0,1,..,L)、
Δt = T/L (Lは正の整数 )とする。X(tj)の近似値をつぎの斬化式から計算する。
Xj+1 = X j + a(t j, X j)Δt + b(tj, Xj)ΔWj 
tzW jj ' '  )1,0(~ Nz j  (10)
拡散項が 0であれば、EMスキームは常微分方程式に対するオイラー法に他ならない。





















dX(t) = -μX(t)dt + σdW(t)  (μ,σ > 0) (11)
この方程式の解を簡単な式で表すことはできない。図3は
X j+1	=	Xj	-μXjΔt	+σΔWj




オルンシュタイン・ウーレンベック過程 (O-U過程 )と呼ばれる。長期的に X=0へ戻る傾向がある。
4. 数値解の収束性
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を得る。常微分方程式の場合は O(Δt)となるが、確率微分方程式に対する EMスキームの誤差は
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Δt = 2-1, 2-2,.., 2-10とする。ステップ幅を広くとると差はないが、狭くとると差は無視できなく
なる。Δt=0.002とすると、EMスキームの誤差は 0.2264、ミルスタイン・スキームは 0.0312とな
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> @ ttWXtbtXtbXtb jjjjjjj '''' /)(),()),(,(2
1 2  (15)
と表される。
弱い近似 (weak approximation)は、解の期待値、分散、共分散などの分布特性を近似する。任
意の多項式 gに対して、次式を満たす正のステップ幅δ0と定数 Cが存在するとき、近似解 Xjは
X(T)に弱い収束次数 αで収束するという。
|E(g(X(T ))) - E(g(TΔt L))| ≤ Cδ
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ここで
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x(t) = eλt  
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である。2乗平均ノルム
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解の漸近的安定性に関して
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が成り立つ。したがって 2乗平均安定であるためには
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た 50,000個の X 2jの平均値をプロットしている。Δt = 1,0.5であり、(23)の左辺は 5と 0.75となる。
実線は Δt = 1に対応し、点線は Δt = 0.5に対応している。2乗平均の意味で、EMスキームはそ
れぞれ不安定および安定となる。漸近安定性を調べるためにμ = -3 、 σ = 0.8とする。漸近安定
性は確率1の事象であり、1つのパスを計算すれば十分である。下段の図で実線は Δt = 1、点線



















dtdWj(t) = dWj(t)dt = 0   



































































































































 = 0, i ≠ jとする。
dZdW 2/1*/ 
とすると
)'(' 2/12/1 dZdZdWdW */*/ 




































































































































































































7. 多変数 SDE の数値解法
解析解がない場合は数値解を求める。区間 [0,T]を離散化して t
j
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注 )
(1)　SDEの数値解法については Kloeden and Platen(1999)が基本的な文献である。Platenの展
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